. Grupa zajeciowa liczy 36 studentoéw, a w sali zajeciowej znajduja sie 34
miejsca. Jakie jest prawdopodobienistwo, ze dla ktoregos ze studentow
zabraknie miejsca siedzacego? Przyjmij, ze studenci przychodza na zajecia
z prawdopodobienstwem 90% i niezaleznie od siebie.

. (*) Rozwazmy sie¢ utworzong przez n urzadzen. Przy starcie systemu
urzadzenia otrzymuja w sposob losowy unikalne adresy od 0 do n — 1.
Po krotkotrwalym zaniku zasilania wznowiono dziatanie sieci i ponownie
rozdzielono te sama pule adresowa. Oznaczmy przez P, prawdopodobienstwo,
ze istnieje urzadzenie, ktore otrzymato taki sam adres, jaki miato przed
awarig. Oblicz lim,_, . P,.

. Cena jednego zakladu Duzego Lotka kosztuje 3zl. Typowe wyptlaty za
trafienie trojki, czworki, piatki to odpowiednio 24 zt, 180 zt, 5500 zt. Za
trafienie szostki: wyplacane jest 2-10° z1 (lub wiecej, gdy jest kumulacja)
do podzialu posréd wszystkich szczesliwcow. Zakladajac, ze tylko jedna
osoba trafi szostke, oblicz:

(a) $rednia wygrana,
(b) wariancje i odchylenie standardowe wygranej,

(¢) wysokosé kumulacji, przy ktorej oplaca sie grac.

. Rozwazmy sekwencje zero-jedynkowe o dlugosci n rozpoczynajace sie od
r1 = 1, a koriczace sie na x, = 0 oraz zawierajaca tylko jedna pare
xixir1 taka, ze x; = 1 oraz ;41 = 0 (Przez x; rozumiemy i-ta wartosc
tej sekwencji). Zalozmy, ze P(x; = 1) = p. Jaka jest oczekiwana dlugosc
najdluzszej podsekwencji jedynek?

. Promien kota R jest zmienna losowsa o ciagglym rozktadzie jednostajnym na
przedziale (0,p). Podaj gestos¢ prawdopodobieristwa rozkladu zmiennej
losowej opisujacej

(a) obwod kota L = 27 R,
(b) pole kota S = wR2.

. Sokrates i Platon umawiaja sie na spotkanie przy wejéciu do atenskiej
agory miedzy godzing 16:00 a 17:00 w ten sposéb, ze przychodza na
miejsce spotkania i oczekuja na druga osobe 15 minut, nie dtuzej jednak
niz do godziny 17:00. Moment przyjscia obu oséb jest zmienng losowsa o
rozkladzie jednostajnym na [16°°,17°0]. Jakie jest prawdopodobieristwo,
ze dojdzie do spotkania?

. Dystrybuanta pewnego rozktadu prawdopodobieristwa F'(z) dana jest wzorem:

0 dlaax<0,
F(x) = 2?2 dla0 <z <1,
1 dlaz>1.

Podaj:



8.

10.

11.

a) funkcje gestosci tego rozktadu f(z),

(a)

(b) wartosé¢ oczekiwana,

(c) wariancje i odchylenie standardowe,
)

(d) k-ty moment zwykly.
Dana jest gestos¢ prawdopodobienstwa pewnego rozktadu f(z):

asin(z) dla z € (0,7),

)= { 0 dla = ¢ (0, 7).

(a) parametr «,

(b) dystrybuante rozktadu F(x),

(c) wartosé¢ oczekiwana,

(d) mediane i kwartyle.
Na przejechanie pewnej trasy autobus potrzebuje 4 minuty, a tramwaj 5
minut. Prawdopodobieristwo, ze dany pojazd przyjedzie jest state w kazdej
minucie oraz wynosi % dla autobusu i % dla tramwaju. W kazdej minucie

nie moga przyjechaé jednoczesnie ani dwa tramwaje ani dwa autobusy.
Odpowiedz na pytania:

(a) Jakie jest prawdopodobienstwo, ze w ciagu godziny przyjedzie 8 au-
tobuséow? a 16 tramwajow?

(b) Jakie sg szanse na dojechanie w ciaggu 10 minut od pojawienia si¢ na
przystanku, dla obu $rodkéw transportu?

(c) Jakie jest prawdopodobienstwo, ze osoba czekajaca na przystanku
autobusowym dotrze do celu weczesniej niz osoba czekajaca na przys-
tanku tramwajowym?

W sali znajduje sie k£ maszyn. Czas do awarii pojedynczej maszyny
dany jest rozkladem wykladniczym o §redniej 7. Jaki jest rozklad praw-
dopodobienstwa czasu do awarii

(a) pierwszej maszyny?

(b) ostatniej maszyny?

Druzyna A strzela érednio dwa gole w meczu, a druzyna B — jeden.
Zakladajac, ze strzelenie gola przez dana druzyne w kazdej minucie jest
stale oraz nie zalezy od druzyny przeciwnej, ani straconych bramek, oblicz
prawdopodobienstwo, ze:

(a) druzyna A bedzie prowadzi¢ 1:0 do przerwy?

(b) druzyna A wygra mecz 2:0, jezeli do przerwy byl remis?

(¢) druzyna A nie przegra meczu?



12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

Maszyna butelkujaca rozlewa piwo do pustych butelek, o maksymalnej
pojemnosci 505ml. TIlo$¢ przelanej cieczy dana jest rozkladem normal-
nym o $redniej 503ml i odchyleniu standardowym 1ml. Jakie jest praw-
dopodobienistwo, ze napoju nie bedzie mniej niz 500ml i ze zmiesci sie do
butelki?

(*) Zmienne X; ... X, sa niezalezne i pochodzaca z rozktadu normalnego
N (m,c?). Jaki rozklad ma zmienna losowa S = >  (X; —m)?? Poréw-
naj doktadamy wynik z oszacowaniem uzyskanym za pomocag Centralnego
Twierdzenia Granicznego. Dla jakich n mozemy uznaé, ze przyblizenie
jest zasadne? Podpowiedz: I'(3) = /7, T'(n) = (n — 1)\,

Na pewnej loterii szansa na wylosowanie wygrywajacego losu wynosi p =
0.02. Oblicz prawdopodobieiistwo, ze wérod 100 zakupionych loséw znaj-
duja sie co najmniej 3 wygrywajace losy.

Angielski statystyk J. E. Kerrich podczas internowania w trakcie drugiej
wojny Swiatowej otrzymatl 5067 ortéw na 10000 rzutéw moneta. Oblicz
prawdopodobieristwo, ze w serii 10000 niezaleznych rzutéw symetryczng
moneta otrzymamy 5067 lub wiecej ortow.

Pewna fabryka uktadéw scalonych produkuje 1000 procesoréw na jednym
wafelu krzemowym. Wsrod nich typowo znajduja sie $rednio 100 sztuk z
wadami fabrycznymi. W jednej z partii naliczono 150 wadliwych jednos-
tek. Czy mozemy te partie usprawiedliwié¢ statystycznie?

Niech X bedzie zmienna losowa w rozkladzie normalnego N (0, 1). Wyko-
rzystujac nieréwnosé¢ Czebyszewa oblicz przedzial ufnosci dla poziomu
«a = 0.05 i poréwnaj go z wartoscia z tablicy rozktadu normalnego.

Wskaz rozktad dyskretny zmiennej losowej X, dla ktorego zachodzi réwnosé:

(a) P(X >a)= EX) “gdzie a oznacza dowolna liczbe catkowita dodat-

a
nia, zag§ X jest nieujemne.

(b) P(|X — p| > ko) = 5, gdzie pu oznacza Srednia, zas o to odchylenie
standardowe tego rozktadu.

Alicja posiada rower zabezpieczony laricuchem z 4-cyfrowym kodem. Kazdej
pozycji szyfru odpowiada cyfra od 0 do 9. Alicja zostawiajgc rower w
miejscu publicznym zabezpiecza go zmieniajgc wartos$é szyfru w sposob
losowy. Czyni to wedlug nastepujacych regut. Po pierwsze, zmienia szyfr,
ktory na poczatku ma prawidlowo wpisany kod. Po drugie, kazda pozycje
szyfru zmienia w sposob niezalezny od pozostalych. Po trzecie, zmiane
kazdej pozycji czterocyfrowego szyfru X;, okresla ten sam rozktad podany
w tabelce:

Ar; | 0 [ 1] 2] 3 1 5
pi 110,01]0,5[0,3]0,08]0,08]0,03




Przyktadowo, jesli druga cyfra kodu wynosi 3, to z prawdopodobienistwem
0,3 Alicja zmieni ja na 1 lub 5. Przyjmij ze X = Z?:l X, jest zmienna
losowa mierzaca jak znaczacej zmiany szyfru dokonata Alicja oraz:

(a) oszacuj P(|X — E[X]| > 12) przy uzyciu nier6wnosci Czebyszewa.
(b) oblicz ile doktadnie wynosi P(|X — E[X]| > 12) i poréwnaj z osza-

cowaniem z poprzedniego podpunktu.

20. Czas dzialania systemu operacyjnego bez koniecznosci restartu dany jest
rozkladem wyktadniczym o parametrze A > 0. Pewien komputer wyposazony
w ten system operacyjny trzeba byto zrestartowaé¢ po dwoch godzinach
pracy, nastepnie po kolejnych czterech i kolejnych trzech. Wyznacz ges-
to$¢ prawdopodobienstwa dla tych zdarzerh w zalezno$ci od parametru A i
oszacuj najbardziej wiarygodng wartosé A.

21. Liczba wyladowan atmosferycznych, dana jest rozktadem Poissona z parame-
trem A > 0. Przeprowadzono eksperyment polegajacy na zliczaniu wytad-
owan podczas N burz. Otrzymano wynik w postaci x1,...,xy. Wyznacz
estymator najwickszej wiarygodnosci dla parametru A.

22. Gestosé prawdopodobienstwa fy(z) dana jest nastepujaco:
f.g(a’:) = 91(,1’0) (l‘) + (1 — G)Il(o,l)(x), 0 c (O7 1)

Wyznacz estymator parametru 6 uzywajac metody najwiekszej wiarygod-
nosci.

23. W przedziale (0,a), a > 0 wylosowano N punktéow. Wyznacz estymator
najwiekszej wiarygodnosci dla a.

24. W rozkladzie Beta(6 + 1,1), 6 > —1, zmienna losowa ma rozktad praw-
dopodobietistwa o gestosci

f@(.’L‘) = (9 + 1)%01(071)(,%).

Korzystajac z metody najwiekszej wiarygodnosci wyznacz estymator parametru

6.

25. (*) W losowaniu lotto stwierdzono nastepujace wygrane:

trafienie ‘ liczba trafien

6/6 2
5/6 114
4/6 6566
3/6 103869

Korzystajac z metody najwiekszej wiarygodnosci oszacuj liczbe grajacych.

26. Metoda momentéw wyznaczy¢ estymatory:



(a) parametru p € [0,1] w rozkladzie geometrycznym
P(X=k)=0Q—-pklp dlakeN,
(b) parametru A > 0 w rozktadzie wykladniczym
fX=z)= )\e*’\I]l(Om)(x)
(c) parametru A\? > 0 w rozktadzie Poissona

— 7)\)\]@

P(X=k)=e R dlak eN

27. Pokaz, ze korzystajac z metody momentéw dla zmiennych losowych X;

28.

29.

30.

pochodzacych z rozkladu jednostajnego U(—0,0) mozna otrzymaé esty-
mator

i=1

Zmienne X, ..., X, sa niezalezne i pochodza z tego samego rozkltadu jed-
nostajnego dyskretnego U(0, §), gdzie 8 € N jest nieznanym parametrem.
Najwieksza sposrod X; oznaczmy jako X,.x. Wiedzac, ze X‘;a" nie zalezy
od 0 pokaz, ze

Xmax Xmax
(1 —a/2)t/n" (a/2)/n
jest przedzialem ufnosci na poziomie (1 — «) dla 6.
Zmienne Xi,...,X, sa niezalezne i pochodza z tego samego rozkladu

wyktadniczego o nieznanym parametrze 6 > 0, o gestosci
fo(Xi = ) = 077" 1 (g 00) ().
Oznaczajac najmniejsza wartosé sposrod X; jako Xy, pokaz, ze

—In(1 —a/2) —In(a/2)

7

nXmin nXmin

jest przedziatem ufnosdci na poziomie (1 — «) dla parametru 6.

Zmienne X1,...,X, s niezalezne i pochodza z tego samego rozktadu
wyktadniczego o nieznanym parametrze 6 > 0. Jego zwiazek z wartoscig
érednig jest nastepujacy: EX; = 071

Rozwazamy test z hipoteza zerowa Hy : p < po przeciwko Hy : p > .
Przedziatem odrzucenia dla tego testu na poziomie istotnosci a jest

~ - M0Cl—a
X > 7} :
{ - 2n



gdzie ¢ _, bedzie kwantylem rzedu (1 — a) z rozktadu x? o 2n stopniach
swobody.

Przeprowadz test dla py = 25, oblicz p-warto$é oraz zinterpretuj wynik
dla nastepujacej proby:

3,150, 40, 34, 32, 37, 34,2, 31,6, 5, 14, 150, 27, 4, 6, 27, 10, 30, 37.



